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1. EINLEITUNG 
A. In dieser Arbeit zeigen wir unter anderem: 
(1) *Istg = up1 .‘. Q$ (n >, 1, q > 1) ein Produkt von rz Potenzen in einer 
Gruppe G, so kann g im allgemeinen nicht ausgedriickt werden als ein Produkt 
u$ ... U$ mit 2 < & , (/3i ,..., &) 2 2 und K < n (vgl. Satz 3). 
(2) Istg = [Ql,bll ~**[an,hJ(n 3 1) ein Produkt von 12 Kommutatoren 
in einer Gruppe G, so kann g im allgemeinen nicht ausgedriickt werden als ein 
Produkt u? 1.. u$ mit 2 < ,6? , (/3i ,..., pk) > 2 und k < 2n (vgl. Satz 4). 
Dies wird gezeigt fur den Fall, da8 G freie Gruppe mit den freien Erzeugenden 
a, ,..., a, bzw. ar , b, ,..., a, , b, ist. Durch Satz 3 und Satz 4 werden Resultate 
aus [l-4] erweitert. Ein Teil der Resultate aus [I, 3, 41 folgen aus [5], nicht aber 
die allgemeinen Ergebnisse dieser Arbeit. 
Weiter erhalten wir Aussagen uber gewisse Untergruppen von freien Gruppen 
(vgl. Satz I-Sat2 4). Durch Satz 1 und Satz 2 erhalten wir such einen Uberblick 
iiber die Losungen einer Gleichung in freien Gruppen. 
B. Diese Arbeit verwendet die Terminologie und Bezeichnungsweise van 
[6, 71. Es bedeute: [a, 61 = aba-%-l den Kommutator von u, b E G (G Gruppe). 
... j die Gruppenbeschreibung durch Erzeugende und Relationen. 
i ,..., ,8J den griiflten gemeinsamen Teiler von & ,..., j?k E N (k 2; 1). 
2. DIE RESULTATE 
SATZ 1. Sei G = (a1 ,..., a, ;) (n > 1) freie Gruppe vom Rang n mit den 
freiell Erzeugenden a, ,..., a,, und apI . .. a, s E G ein Produkt VOR Potenzen in G mit 
ai > 1 fiir i = l,..., n. Sei {xl ,..., xw,> C G (m > 1) und X die van den x1 ,..., x,,, 
erzeugte Untergruppe van G. Sei (ai1 .‘. u%)Y E X fiir ein y # 0. Dunn. tritt einer 
der folgenden Fiille ein.: 
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(a) Esgibt einenjreien Ubergangvon{x, ,..., x,,,)~ueinemSystem(y~,..., ym) 
mit y1 = (a”11 ... a”, 6 ) , p > 0, wad @ ist die kleinste positive Zahl, jiir die tine 
Beziehung (ai1 * . . a”,)6 E X gilt. 
(b) Es ist m > n, wad es gibt einen freien tibergang van {xi ,..., x,,,) au einem 
System {rl ,..., ym} mit yi = a:?, 1 < yi < ai , yi / 01~ (i = l,..., n). 
Beceis. Es trete nicht Fall (a) ein. Wir dtirfen im folgenden voraussetzen, da13 
keinzu{x, ,..., 3~‘,,,} frei aquivalentes System { yr ,. . . , yl} ein Teilsystem { yr ,. . . , y,} 
besitzt mit p < m und (a:1 ... a2)Y E (yi ,..., y,>, fur ein y # 0. Insbesondere 
dtirfen wir also voraussetzen: m ist in diesem sinne minimal mit dieser Eigenschaft 
und{x, ,..., xm} ein freiesErzeugendensystem von X. Im folgenden sei y die klein- 
ste positive Zahl, fur die eine Beziehung (af;l ... a?)Y E X gilt. In G sei die freie 
LangeL und eine geeignete 1exikographischeOrdnung relativ zu denErzeugenden 
a, ,..., a, eingefiihrt. Wenden wir die klassische il’ielsensche Kiirzungsmethode 
auf (xi ,..., x,} an, so erhalten wir schlieRlich ein System, das der Siielsenschen 
Eigenschaft bzgl. L gentigt, d.h. in dem kein Element und kein lnverses eines 
Elementes von einem anderen mehr als die Halfte ktirzt, keine zwei ein anderes 
ganz kiirzen (vgl. [7, S.I.121). Das neue System erzeugt dieselbe Untergruppe 
von G wie {xi ,..., x,). Wir kijnnen nun annehmen, dal3 schon {x1 ,..., x,,,} die 
Nielsensche Eigenschaft bzgl. L hat. Wir schreiben nun jedes xic, E = &l, als 
frei gekiirztes Wort in a, ,..., a, . Dann bleibt in jedem frei gektirzten Produkt 
m xi ,..., x,~~ fur jedes xis, E = &l , mindestens ein Symbol ungeandert an der 
Stelle erhalten, an der xi< auftrat, wenn man fur die x1 ,..., s, ihre frei gekurzten 
Worte in a, ,..., alL einsetzt und relativ zu a, ,..., a, frei kiirzt. Fur jedes xi 
zeichnen wir eine solche standhafte Stelle aus und nehmen fur xi-’ die ent- 
sprechende Stelle mit dem inversen Zeichen. 
Fur n = 1 ist die Aussage des Satzes sicher richtig. Sei nun n 2 2. (.Q ,..., x,,) 
geniigt einer Gleichung 
(2.1) ny=, x;I = W(X, ,..., X,) = (a;1 “. UTpp, <j = ?:I, <j = Ej-1 falls 
Yj = “j+1 .  Sei q minimal gewahlt. 
BEH. (2.2). Es ist y = 1. 
Beweis BOG (2.2). Angenommen y > 2. Es tritt der Fall (a) nicht ein. 
Dann ist W(x, ,..., x,) kein primitives Element in X = (xi ,..., x.‘,,,). Nach [8] 
ist W(x, ,..., x,) eine echte Potenz in X. Da a;1 . . . a> keine echte Potenz in G ist 
(n >, 2) ergibt sich ein Widerspruch zur Minimalitat von y. Also ist y = 1. 1 
Wir diirfen nun im folgenden y = 1 voraussetzen. 
Es tritt in (2.1) entweder xVi oder x;,’ auf, niemals aber beide, denn das 
standhafte Zeichen von x;,’ ist das inverse von dem standhaften Zeichen von x’,, , 
und in (2.1) d&-fen nur stindhafte Zeichen mit positivem Exponenten auftreten. 
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Indem wir eventuell xvi durch x<’ ersetzen, kijnnen wir in (2.1) E, = 1 fur 
j = I,..., q annehmen. 
Es gebe nun in (2.1) zwei verschiedene Indizes j, i (1 <j < i < q) mit 
vj = vi = k, vh # k fur j < h < i. Sei a, eine standhafte Stelle von xlc . Es 
bleibt ah beide Male stehen, d.h. wir finden zwei Potenzen desselben uA . Es ist 
xii = UU~BV, wobei das frei gektirzte Wort von u bzw. v in a, ,..., urr nicht mit 
Potenzen von uA endet bzw. beginnt. Es ist 
Da in a;1 ... a2 zwischen zwei Zeichen a, keine anderen a, auftreten, ist 6 = 0. 
Dann ist j = i - 1 und xk ist zu einer Potenz von ah konjugiert (Wegen der 
Minimalitat von m und q, und da (a) nicht eintritt). 
Wir haben also: 
Tritt in (2.1) ein xj mindestens zweimal mit dem gleichen Exponenten auf, 
so ist dieses xj zu einer Potenz von einem ai konjugiert. 
Indem wir unwesentliche und iiberfliissige Elemente entfernen, kijnnen wir 
im folgenden annehmen, dal3 jedes xj in (2.1) auftritt. 
Es liegt nun einer der folgenden Falle vor: 
(2.3) Ein xR tritt in (2.1) genau einmal auf. 
(2.4) Es tritt in (2.1) jedes xj mindestens zweimal mit dem gleichen 
Exponenten auf. 
Zu (2.3): Dann gibt es einen freien ijbergang von {x, ,..., x,,} zu einem 
System {yi ,..., y?,?} mit yi = aI1 ... 622, und das tritt nicht ein (Fall (a) tritt 
nicht ein). 
Zu (2.4): Dann ist jedes *wj zu einer Potenz von einem a, konjugiert. 
Angenommen es gibt ein a, , f” d ur as k em X~ zu einer Potenz von diesem an kon- 
jugiert ist, etwa ui . Dann liegt in der abelsch-gemachten Gruppe ail in der von 
den u2 ,..., a,, erzeugten abelschen Gruppe. Das ist aber ein Widerspruch dazu, 
da8 die abelsch-gemachte Gruppe freie abelsche Gruppe vom Rang n ist. Also 
ist such fur jedes ai ein + zu einer Potenz von diesem a, konjugiert. Insbesondere 
ist m 3 n. Wegen uT1 ... a> E XT und da das System {x1 ,..., x,} Nielsensche 
Eigenschaft hat und (2.1) gentigt, gibt es einen freien ubergang von {x1 ,..., x,} 
zu einem System {y, ,..., y,) mit yi = ui , 1 < yi < oli , yi 1 ai (; = I,..., n). 
Q.E.D. 
SATZ 2. Sei G = (ui , b, ,..., a, , 6, ;) (n 3 1) freie Gruppe vom Rang 2n 
mit den freien Erzeugenden a, , b, ,..., a, , b, . Sei {x1 ,..., x,,,} C G (m 3 1) und 
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Xdievondenx, ,..., x, erzeugte Untergruppe von G. Sei ( [aI , b,] *.. [a, , b,])Y E X 
fiir ein y # 0. Dann tritt einer der folgenden Fiille ein: 
(a) Esgibt einenfreien tibergangvon{x, ,..., x,}~ueinemSystem{y, ,...,y,> 
mity, =([ul,bJ*..[a,, b,])B, /3 > 0, und /3 ist die kleinste positive Zahl, fiir die 
eine Beziehung ([al , b,] *.. [a, , b,])v E X gilt. * 
(b) Es ist m > 2n, und es gibt einen ubergang von {xl ,..., x,} xu einem 
System {a, , b, ,..., a, , b, , l,..., l}, d.h. es ist X = G. 
Beweis. Wir fuhren den Beweis analog wie bei Satz 1. Wir dtirfen also im 
folgenden voraussetzen: {x1 ,..., x,) ist schon freies Erzeugendensystem von X. 
In G sei die freie Lange L und eine geeignete lexikographische Ordnung relativ 
zu den Erzeugenden a, , b, ,..., a, , b, eingefiihrt. 
Wir kiinnen annehmen, dal3 (x1 ,..., x,} die Nielsensche Eigenschaft bzgl. L 
hat. Im folgenden sei y die kleinste positive Zahl, fur die eine Beziehung 
([ai , b,] .*. [a, , b,])y E X gilt. 
Wie beim Beweis von Satz 1 zeigt man: 1st y 3 2, so tritt Fall (a) ein. Wir 
dtirfen nun im folgenden y = 1 voraussetzen. {x1 ,..., x,~,} geniigt einer Gleichung 
(2.5) niC1 x; = [al , b,] ... [a, , b,], c’i = & 1, Ed = E~+~ , falls vj = vj+, . 
Indem wir unwesentliche und iiberfltissige Elemente entfernen, kiinnen wir 
im folgenden annehmen, dal3 jedes xj in (2.5) auftritt. 
Es tritt in (2.5) k ein xj zweimal mit dem gleichen Exponenten auf. 
Es liegt also einer der folgenden Falle vor: 
(2.6) Ein X~ tritt in (2.5) entweder genau einmal mit dem Exponenten +l 
oder genau einmal mit dem Exponenten -1 auf. 
(2.7) Es tritt in (2.5) jedes xj genau einmal mit dem Exponenten +l und 
genau einmal mit dem Exponenten -1 auf. 
Zu (2.6): Dann gibt es einen freien iibergang von {x1 ,..., x,} zu einem System 
{yl. ,..., ~~1 mit yi = [a, , &I ..* [a, , Lj. 
Zu (2.7): Es ist m < 2n (wir haben in {x1 ,..., x,} alle unwesentlichen und 
tiberfltissigen Elemente entfernt und das neue System fliichtig mit den gleichen 
Symbolen bezeichnet), da sonst in (2.5) die Zahl der standhaften Zeichen groBer 
als 4% ware, d.h. L([a, , b,] .*a [a,, b,,]) = 4n > q - 1 2 4n + 1 ware. 
Andererseits ist m > 2n (vgl. [l-4]). Al so ist m = 2~2. Aus der alternierenden 
Gleichung (2.5) folgt nun nach Satz V.5 von [7] aber, dal3 x, ,..., x, die Gruppe G 
erzeugen. Q.E.D. 
LEMMA 1. Sei G = (a, ,..., a, ;) (n 3 1) freie Gruppe vom Rang n mit den 
freien Erzeugenden a, ,..., a, . Gibt es u1 ,..., uk E G mit ut1 ‘.* u$ = a, , 2 < pi 
fiir i = l,..., k, so ist (PI ,..., ,Q = 1, d.h. & ,..., ,!I, sind teilerfremd. 
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Beweis. Angenommen (& ,. . , flfi) = d > 2. Dann ist a, = 1 in der abelsch- 
gemachten Gruppe mit den Relationen a, d = 1 fur i = I,..., n; und das ist ein 
Widerspruch. Q.E.D. 
KATZ 3. Sei G =: (a, ,..., a, ;> (n > 1) freie Gruppe vom Rang n mit den 
freien Erzeugenden a, ,..., a,, . Sei {x1 ,..., x,,,} C G (m > 1) und X die won 
Xl >..., x,, erzeugte Untergruppe von G. Es gebe u1 ,..., Us E X mit uT1 ..’ up = 
a;1 . . . a>, 1 ,( 0~~ fiir i := I,..., n, 2 < pj fiir j 7~ l,..., k und (PI ,..., /3,) > 2. 
Dann gilt: Es ist m > Rang X 2. n, insbesondere ist k 34 n, und es gibt einen 
freien ifbergang von (x1 ,..., x,,,} zu einem System {y, ,..., y,,,) mit yj -= ail, 
Id x Yi < ai , yi / 01~ (i = I,..., n). 
Beweis. S ist als Untergruppe einer freien Gruppe vom Rang n such freie 
Gruppe. Es ist p = Rang X < m, da S von xi ,..., x, erzeugt wird. Sei 
(?/I >...T Y,l ein freies Erzeugendensystem von X. 
BEH. (2.8). Es gibt k&en freien ubergang van {y, ,..., y,} zu einem System 
(zl ,..., ZJ mit zI = a;1 ... a2. 
Beweis von (2.8). Angenommen y1 = a;~ ..* a*,. Dann ist z& **a ~2 = yi . 
Nach Lemma I ist (p, ,..., &.) = 1. Das ist ein Widerspruch zu (& ,..., &J >, 2. 1 
Nach Satz 1 und (2.8) folgt nun: Es ist p 3 n, und es gibt einen freien 
ijbergang von { y1 ,..., y,} zu einem System {zi ,..., x~} mit xi = up, 1 < yi < az , 
yi j ai (i = l,..., n). 
Die Behauptung des Satzes folgt nun, weil es einen freien Ubergang gibt von 
{Xl ,‘..> x,,,) zu einem System {yi ,..., yp , l,..., I}. Q.E.D. 
KOROLLAR 1. Es miigen die Voraussetzungen von Satx 3 gelten. F’erner sei 01~ 
Primzahl fiir i = l,..., n. Dann gilt: Ist m = n, so ist (x1 ,..., x,> freies Szeugen- 
densystem von G. 
Bemerkung. Wir kijnnen die Voraussetzung (pr ,..., ,&) 2 2 nicht weglassen. 
Denn sei (pi ,..., /3,) = 1. Dann ist n > 2 wegen 2 < & fiir j = I,..., k. 
(1) Fiir n -= 2 gilt die Aussage des Satzes nicht, es kann m = 1 sein, 
allerdings ist k > n = 2. 
(2) Fur n >, 3 gilt die Aussage des Satzes nicht, es kann m < n und k < n 
sein. 
Beispiel. Sei n > 3, m = 1, xi ~- a;1 ... a>. Setze u, == xi , ua = XT'. Dann 
ist uia~~~ = x, = a:1 ... a2 und k = 2. 
Es gilt nach Satz 1 aber: 1st m < n bzw. k < n, so gibt es einen freien 
Ubergang ron {xi ,..., x,} bzw. {u, ,..., uk} zu einem System, in dem ein Element 
al . . al a> ist. 
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KOROLLAR 2. Sei G = (a,,..., a, ;) (TZ >, 1) freie Gruppe vom Rang n mit 
den freien Erzeugenden a, ,, .., a, und a:1 .*. a> E G ein Produkt von Potenzen in G 
mit 01~ > 2 fiir i = l,..., n und (01~ ,..., a,) 3 2. Ist v ein Endomorphismus von G, 
der a91 ... a% festl@t, so ist q~ ein Automorphismus von G. 
Beweis. Wir setzen xi = ~(a~) fur i = l,..., n und betrachten die von 
XI ,...) x, erzeugte Untergruppe X von G. In X gilt $1 ... ~2 = a:1 **. a”,. 
Nun folgt die Behauptung aus Satz 3. Q.E.D. 
Bemerkung. Fiir 01~ = 2 fur i = I,..., n ist dies Korollar V.1 von [7]. 
SATZ 4. Sei G = (a, , b, ,..., a,, b, ;> (n > 1) freie Gruppe vom Rang 2% 
mit den freien Erxeugenden a, , b, ,..., a, , b,, . Sei {x1 ,..., x,,} C G (m > 1) und X 
die von x I , . . . , xTn erxeugte Untergruppe van G. Es gebe u1 , . . . , uk E X mit up . . u@ = 
[a, , b,] ... [a, , b,], 2 < pi fiir i = l,..., k und (/?, ,..., pk) > 2. 
Danngilt: Es ist m >, 2n und k 3 2n + 1, und es gibt einen freien fjbergang von 
{x1 ,..., N,,,} zu einem System (a, , b, ,..., a,, , b, , l,..., I}, d.h. es ist X = G. 
Beweis. X ist als Untergruppe einer freien Gruppe vom Rang 2n such freie 
Gruppe. Es ist p = Rang X < m. Sei {yl , . . . , y,} ein freies Erzeugendensystem 
von X. 
BEH. (2.9). Es gibt keinen freien Ubergang von {yl ,..., yp} xu einem System 
+I ,‘.., xp} mit z1 = [al, b,] .-- [a,, b,]. 
Beweis von (2.9). Angenommen yr = [a,, b,] ... [a,, b,]. Dann ist up ... 
U$ = y1 . Nach Lemma 1 ist (& ,..., PI,) = 1. Das ist ein Widerspruch zu 
(81 ,.*.> PA 2 2. I 
Nach Satz 2 und (2.9) gilt nun: Es ist p = 2n, und es gibt einen freien 
Ubergang von (yl ,..., y,} zu {a, , b, ,..., a, , b,). Insbesondere ist k 3 2n. Zu 
zeigen ist k > 2n + 1. 
Angenommen k = 28. Nach Satz 2 und (2.9) gibt es einen freien Ubergang 
von {ul ,..., US zu (~1 , b, ,..., a, , b,}, d.h. {ur ,..., uk) ist ein freies Erzeugenden- 
system von G. 
Dann ist uf1 ... z& = 1 in der abelsch-gemachten Gruppe, und das ist ein 
Widerspruch dazu, da13 die abelsch-gemachte Gruppe freie abelsche Gruppe 
vom Rang 2% = k ist. Also ist k 2 2n + 1. 
Die Behauptung des Satzes folgt nun, weil es einen freien Ubergang gibt von 
{XI )..., x,,) zu einem System (yi ,..., yB , l,..., l}. Q.E.D. 
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